SUITES ET RAISONNEMENT PAR RECURRENCE
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4 EXERCICES SUPPLEMENTAIRES : CORRECTION

EXERCICE 1

a) Pour tout entier naturel n,ona

2 5 Yu,+4)-5 2u,+3
u +4 u +4 u,+4

"

b) On considere la propriété (P,) définie par : 0<u, <2.
Initialisation : (Py) est vraie : up=0et0<0< 2
Hérédité : supposons (P,) vraie pour un certain entier n et montrons que (P, )} est vraie : O<u_ <2, d’ol

4<u, +4<6,doi _—5£ - 5_—5,d’0ﬁ 2—252— 5 EZ—E,d‘uﬁ (J{Eiu ,53{2 : donc (P est
4 u,+4 6 4 u, +4 6 4= "6
vraie ; ainsi, pour tout entier naturel nnonnul, O<u <2.
2u +3
c)Ona v“:u""_l: u, +4 = 2u, +3—u, —4 = u, 1 :Iuu,donclasuitc{‘vm)csluncsuilcgéomélr‘iquc
o, 43 21!,.+3+3 2u,+3+3u, +12 Su, +15 5
u, +4
. . u,—1 =1
de raison 1/5 et de premier terme vy = =—.
u,+3 3
d)Donc un:_—l LR — .
315 35" 1
. . =3v —1 r;_ﬂ_l
e)Ona (u, +3)v,=u,—1,dottu, (v,—1)=-3v,—1, dolu,= "] = -]
Va — -
Ix5"

EXERCICE 2

1. a) Pour tout entier naturel n, u,,, — i, = 2n+ 3 = 3 > (), donc la suvite (u,) est strictement croissante.
b) En utilisant un raisonnement par récurrence, montrons que, pour tout entier naturel n, u, > n:
Initialisation : pourn=0, u, = 1> 0* . donc la propriété est vraie pour n = 0.
Hérédité: supposons que pour une valeur de n, u, > nalorsu,,  =u,+M+3>0 +2n+3=n"+2n+1+2=
(n+ 1Y +2>(n+1)" . Donc I'hérédité est démontrée.
Conclusion: Pour tout entier naturel n, u, > n" .
2. a) Les quatre premiers lermes de lasuite © g = 1,0, =1y + 230+ 3 =4=2 0, =u, +2x1+3=9=3",
=, +2x2+3=16=4".
b) On conjecture que pour tout entier naturel n, u, = (n+ 1) .
¢) Démontrons celle conjecture par récurrence
Initialisation: w; = 1 =(0+ ]]2 . donc a propriété est vraie pour n =0.
Hérédité : supposons que pour une valeur de n, u, = (n+ 1)?' :
alors uy, =, +2n+3 =(n+ 1V +2n+3=n"+4n+ 4 =(n+2) . Donc I'érédité est démontrée.
Conclusion: Pour tout entier naturel n, u, = (n + 1) .
3. On considére la suite (v,) définie sur IN par v, = u,, | — 1.
a) On sait que u, , , =u, + 2n + 3, donc v, = u, ., — u, = 2n+ 3. Donc la suite (v,) est une suite arithmétique de raison 2
et de premier terme v, = 3.
k=14

v +V
b) La somme des vingt premiers termes de la suite (v,) est égale i Z v, = 20 e B = 10(3 + 41) = 440.
k=0 2

k=19

On peut aussi remarquer que Z V, =n— g = 217 — 1 = 440.
=1}
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EXERCICE 3

. . . 2
On considere la suite (u,) défime sur N par gy =—2 et u,, = 3 Un 1.
2 2 2 2 . e
LOna vy, 1=ty 1+ 3= 3 uy— 1 +3= 3 by + 2= 3 (tn+ 3) = 3 v, . Donce la suite (v,) est géométrique de
. 2 .
raison 7 et de premier terme vo=iy+3=-2+3=1.
) [ IR ;E]N
2. Donc, pour tout entier naturel n, v, = ‘— et =v,— 3= \11 —3.
' 2 " 12 —I
3. Pour toul entier naturel n, u,,+.—u,,_|—| —3—(|—‘ -3)= 3| | (— 1}—| 3
| ) II
qui est strictement négatif, donc u, , | — U, < U et iy, 1 < U, . Ainsi la suite (u,) est qtrlctcmcnt décroissante.
2 |'2' '2 11 k=n 1k
4, Ona s,=ipg+w+ib+ .. +u,=—2+ — -3+ ‘— —3 4.+ (—) —3=_2+ —3n=
3 ] 13 bl
(5"
o
2 dn+ 22l =2 3n4 2x ?n-zyﬁ
3 2 | | 3
q
EXERCICE 4
1. Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, 1, > 0 :
Initialisation : pour n =0: u, =1 > 0, donc la propriété est vraic pour n = ().
Hérédité : on suppose que pour un entier naturel n, u,> 0 et on montre que #,,>0:
u, J—
T _ﬁ avec u, >0et «,':ui-l—l >, donc w,,;>0. Conclusion : Pour tout entier naturel i, 1, >0 .
Vi,
. s l""'Jlu—1 .
2. Pour tout entier naturel #, comme pour tout entier naturel n, u, > (; on peut comparer Y al:
Hsy Uy 1 I . 2 P Y
= = — = 75— . Or, pour tout entier naturel n, w,+1 >1,d'ot yu,+1 >1,donc 75— <1,
u, v+l i, v+ 1 Vb +1

u
1 . - . a # &
donc —— <1 et ., <uy; ainsi la suite (u,) est strictement décroissante.
u
"

3. Calcul des cing premiers termes de la suite (u,) :

1 1 1
| 1 1 V2 1 V3 L_1, 2 1
mw=1= 7= === 77— == = T == =g eliy= T—— = —= .
T 20 N Va2 V5
—+1 —+1 —+1
\2 13 V2
. : 1
On conjecture que, pour tout entier naturel n, u, = -
vn
4. On démontre cette conjecture en utilisant un raisonnement par récurrence :
Initialisation : pourn=0: w;=1= 031’ donc la propriét€ est vraie pour n = 0.
v
1
Hérédité : on suppose que pour un entier naturel n, u,= ——— et on montre que uy, |, = ——
v+l vn+2
1 1
B — —
yn+l v+l 1 . ) 1
Uy, 1= ; = = = — = — . Conclusion : Pour tout entier naturel n, 4, = —— .
v, +1 1 ‘n+2  Vn+2 Vn+1

+ |
Vs \ne1
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