T spé LIMITES DE FONCTIONS

« Ou le monde subsiste par sa propre nature, par ses lois physiques, ou un Etre supréme I'a formé suivant ses
lois suprémes : dans l'un et l'autre cas, ces lois sont immuables ; dans 'un et l'autre cas, tout est nécessaire ;
les corps graves tendent vers le centre de la terre, sans pouvoir tendre a se reposer en l'air. Les poiriers ne
peuvent jamais donner d’ananas. L'instinct d’'un épagneul ne peut étre l'instinct d’'une autruche. Tout est
arrangé, engendré, limité. »

Francois-Marie Arouet (dit Voltaire), Dictionnaire philosophique (1764)
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I. Définitions

1.1 Limite en un réel

Soita € R.
On suppose que D, contient un intervalle de la forme Ja—r;r[ ou Ja;a+r[ (r>0).

DEFINITIONS/NOTATIONS
i f(x)=1 g eRy:

x=>a

. lim f(x)=—o0 .

x2a

. lim f(x)=+o0 .

x=>a

Illustrations :
lim f(x)=!/ lim f(x)=—c0 lim f (x)=+00
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Définitions formelles plus rigoureuses (hors-programme) :

~ _ Ve>0,30>0,x €D, N Ja—h;a+h[= f(x)€]l—¢;l+¢]

lim £ (x)=/

x—a (IR ou Ve>0,3rn>0, (xED et |x— a|<)\) =|f(x)— l|<e

lim / (x)=—o0 V A€R,3r>0,xeD, N]a—k;a+L[= f(x)€]

x—d ou VAGIR,EI)QO,(x eD et x—al<i)= f(x )

limf(x):+oo VAEIR,EI?QO,xEDfﬂ]a—?»;a+7\[:f(x)e]A;+oo[

x—d ou VAER,31>0,(x €D, et [x—al<i]= f(x)>A
DEFINITION

Lorsque }Cl_rgf(x):—oo ou hmf(x):+oo, on dit que la droite d’équation x=a est une

X—a

asymptote verticale a la courbe représentative de f.

1.2 Limite en l'infini
— Limites en +oo

On suppose que D, contient un intervalle de la forme ]a;+oo|

DEFINITIONS/NOTATIONS

o lim f(x)=l (l€|R)2

X=>+o00

. lim f(x)=—o0 .
Xd+0 :
. lim f (x)z
X+
471 £=0.02
.
s Fonction sin(x) / (x + 1) + 0.3
Il semble que lim (sin — +0,3)=0,3 ,
Conjecture limite 0.3 x>+ x+1

D2

01
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— Limites en —oo

On suppose que D, contient un intervalle de la forme |—o0;al .

DEFINITIONS/NOTATIONS
. lim f(x)=] j eRy):
X=>—00

tout intervalle ouvert contenant / contient tous les réels £ (x) dés que x est assez petit.

. lim f(x)=—oo :

X=>—00

pour tout réel A, I’intervalle |—o0;A] contient tous les réels f (x) dés que x est assez petit.

. lim f(x)=+o .

xX>—o0

pour tout réel A, I’intervalle [A;+oo[ contient tous les réels f (x) dés que x est assez petit.

Définitions formelles plus rigoureuses (hors-programme) :

lim f(X):Z (lelR) Ve>0 3)\>0 xEDfﬂ]X +OO[=>f( )E]l €, Z+E[
x—too ou Ve>0,3A>0,(x€D, et x>k):|f(x) l|<e
- ou VAelR Em>o (xeD et x>x) = f(x )<A
lim f(X):+OO VAEIR,H)\>O,XED ]7\. +OO :>f(X) A +OO
- ou VAeIR,EI)oO,(xeDf et x>A)= f(x )
lim f(x):l (€R) Ve>0,37\<0,x€Dfﬂ]—oo;7\[=>f( )E]l €; l+€[
x——o0 ou Ve>0,37\<0,(x€Df et x<7\)=>|f( )—I|<e
lim f(x)=—o VAER,3r<0,x €D, N]—o0;A[= f(x)€]-0; A
. ou VAER,In<0,(x €D, et x<L|= f(x)<A
lim f(x)=+o0 VA€R,31<0,x€D, N]—o0;A[= f(x)€]A;+00]
- ou VAER,IA<0,(x €D, et x<|= f(x)>A
DEFINITION
Lorsque xlffl f(x)=1 , on dit que la droite d’équation y=[ est une asymptote horizontale a la
courbe représentative de f'en +oo. (déf. analogue en —0)
1
Exempres C1 et C2 1. Démontrer que 1})11100’5 =t 2. Démontrer que lim —=0

x>+ X
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II. Opérations sur les limites

On considére deux fonctions f et g définies au voisinage de «, ou o« désigne un réel ou + oo ou — oo.

II.1 Limite d'une somme

PROPRIETES (ADMISES)

Si li_r)nf(x): / / / + oo — + oo
et li_r)ng(x)z !’ + o — + o — —
alors li_r)n f(x)+g(x): [+ + oo — + oo — F1

II.2 Limite d'un produit

PROPRIETES (ADMISES)

Si }xig:f(X)= [ | 150 | I<0 | I>0 | I<0 | +o0 | 40 | —0 | 0
et E{)I:g(x): [’ +o0 | fo | —0 | —00 | oo | —0 | —oo | +o0
alors lxlgj (x)g(X): I’ + o0 — — + oo + oo — + oo F1

II.3 Limite d’'un guotient

PROPRIETES (ADMISES)

Si E_l)ialf(x): ] / + o0 + o0 s — + o

et lim g (x)= I'#0 | o I>0 1<0 >0 1<0 + oo

alors lim f(x): L, 0 + o —® —® + o0 FI
e g (x) l

Si 13?;/[(?6): [>00u+o0 | [>00u+o | I<Oou—-o0 | I<0ou—o 0

et liing(x)Z 0 0 0* 0 0

alors lim M: + o0 — — + oo FI
e g (x)
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ExemMpPLEs A1 A A3

a. p est la fonction définie sur IR™ par p(x)=(\/;+3x)(x2—4) . Calculer lim p(x).

x>+

b. g est la fonction définie sur R par ¢ (x)=e"(1—x) . Calculer lim ¢(x).

x>+

Calculer lim r(x) .

c. 7 est la fonction définie sur IR par 7 (x)= A -
[ +2 X>—0

ExeEMPLES A4 ET AS

F3
% p. 197 SF3

F3
% p. 198 SF4

1
a. Déterminer la limite en —1 de la fonction /' définie sur R\{—1} par J (x)=5- (x+1 )2
) . . ) _ 2x43
b. Déterminer la limite en 1 de la fonction g définie sur J—o0;1] par £ (x )——2+ 3 5
—x x—

ExeEMpPLES A6 ET A7

Corrigé en vidéo :
mathemathieu. fr/tsm-1f-exa67-corvid

. 3 2
a. Calculer )}fﬂo —2x+x"—1

2
b. Calculer lim %
x40 SxTHx+2

I1.4 Limite d’une fonction composée

F3
¥ p. 199 SFs

DEFINITION

telle que, pour tout réel x de I, u(x) € I.

gou: 1 - J —>R

x — u(x) — glulx))

Soient g une fonction définie sur une partie J de R et u une fonction définie sur une partie I de R

La fonction composée de u par g, notée g o u, est définie sur I par (gou)(x)=g(u(x)).

THEOREME (ADMIS)
Soient , B, y trois nombres réels ou +oo ou —o.

gi lim g(x)=p 4 lirr[lﬁh(x)zy alors lim (Ao g)(x)=y

xX—a

ExempLE C3

Soit f la fonction définie pour tout réel x>0 par f (x)=\/ 1 +2x.
X

Déterminer, si elle existe : xgﬂ) f(x) .
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ExempLE A8

4 P;:p 229 SF1
x— —E
fest la fonction définie sur ]14;+o[ par f(x)zim_3 .

Etudier la limite éventuelle de fen 14.

ExemMpPLE A9 tsm-1f-exa9-cor

Déterminer 1M Vx+3—Vx+2 .
x>+

III. Limites et comparaison

II1.1 Théorémes de comparaison

THEOREMES (ADMIS)

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, voisinage de & (ou & désigne un réel
ou + o0 ou — ).

*Si: YV x eI, g(x)<f(x) et )lcifig(ﬂ:"'oo
alors

*Si: Vxel,gx)=f(x) et li_rgg(x):—oo
alors

lllustrations du premier théoréeme :

lim f(x) = 4o0

Te—+a~

lim f(z) =400
b o (5

-
-
_____

source des images : chingatome.net

II1.2 Théoréme des gendarmes

lim fix)=1¢ .. lim flx) =1
T o a7

source des images : chingatome.net
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ou + o0 ou — ).

Si: Vxe I, glx)<f(x)<h(x) et img(x)=limh(x)=B (gecR)

X— o X —a

alors

THEOREME DES GENDARMES (OU D’ENCADREMENT) (ADMIS)

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, voisinage de & (ou ~x désigne un réel

ExemprprLeEs A10 A Al12

a. Déterminer la limite en + oo et — oo de la fonction fdéfinie sur R par f (x)=x+sin(x) .
b. Déterminer la limite en + oo de la fonction g définie sur IR par g(x)=cos(x)e "
x)= 2 x*+sin(x)

¢. Déterminer la limite en — oo de la fonction f'définie sur IR\{1} par A( 1
—

IV. Exponentielle et croissance comparée

F3
¥ p. 201 SF6

PROPRIETES
o =y fim =0
Démonstrations : a) DEMO. EX. ou [
- —***} tsm-1f-demol =N p. 202
- n <11 min - .
A -
Idée : démontrer que e*>x sur R Idée : démontrer que e*>x+1 sur R
et en déduire le résultat par comparaison et en déduire le résultat par comparaison
1 im —x= L eX o . " L e |
b) € =— et lim —x=+00 o lim e" =+ {onc, par composition de limites : lim e "=+
x=>—o0 X2+ xX>—o0
: . , S S o
Par quotient de limites, on obtient : 1_1)m — =0 d’ou le résultat.
xd¥—0

PROPRIETE

X

o 5 €
V nelN, lim — =+,

n n

n+l
X X

n+l

X

) e X . . .
On obtient donc —H>W et, par comparaison, on obtient le résultat.
x" (m

REMARQUE : on dit parfois que « en + oo, I’exponentielle I’emporte sur les puissances x" ».

x>+ X
Démonstration : a : ou =
) | DEMO.EX. < T :
u tsm-If-demo2 Y
< 10 min

n+l ]
L x \n+l n+l n+l
Idée : soitn € IN". Alors & (e ) et (e"”) ;(1+L) >(L) dés que x>0
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— BILAN DU CHAPITRE & TRAVAIL EN AUTONOMIE «

* Fiche bilan — p.204
* QCM 10 questions corrigées — p.205

* Exercices corrigés — 41 a 51 p.206

* 2 exercices type Bac guidés & corrigés — 175 et 176 p.220
* Quatre exercices corrigés — tsm-If-dexoscor
» Méthodes et exercices corrigés en vidéo :

— maths-et-tiques : tsm-If-ym
— jaicompris.com : tsm-If-jaicompris
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