Théoréme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et g un fonction dérivable sur l'intervalle J. La
fonction gof est une fonction dérivable sur I et pour tout nombre réel a, on a I’égalité :

[90 ] (a) = f'(a)xg'[f(a)]

Démonstration :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et g un fonction dérivable sur 'intervalle J. On
considére un nombre réel a €I tel que :
fla)=b ; beld.

On considére la fonction € définie par :
g(z) —g(b

@) = L0900 _ g

e(x) =0 pour z=b

pour x#b

On effectue les deux remarques préliminaires :
® On a la limite suivante :

i <(e) = I | 4030 g )] = 1 | 290 g0

La fonction g est dérivable en b :
=g'(0)—g'(b)=0
De méme, on obtiendra la limite : hrr% e(x) =0
z<b
Ainsi, on obtient les égalités : lim e(z) = lim e(z) = &(b)
ot P
On en déduit que la fonction € est continue en 0.

La fonction f étant dérivable en a, on en déduit que la fonction composée € o f est continue en
a. On en déduit la limite suivante :

lim (< £)(x) = £[£(@)] = £(6) = 0
® Etudions une expression de g(x)—g(b) par la disjonction de cas suivante sur la valeur de x :
2 SizeJetz#b: e(x) = g(x) ( ) —g(b) = g(z)—g(b) = [e(z) + ¢ (b)]-(z —b)

2 Six=5b:
& g(z) — g(b) = g(b) — g(b) = 0
& [e(@) + g O)](x—b) = [e(b) + g (0)]-(b—b) = [0+ ¢ ()] x0 =0
Ainsi, on en déduit que pour tout nombre réel x€J, on a :
g(@) — g(b) = [e(x) + g'(b)] (= — b)
En particulier, on pourra utiliser 1’égalité suivante pour tout z €1 :

9[f(@)] = g(0) = [e[f ()] + g'®)]-[f () — b]

Etudions le quotient suivant :

(gof)@) —(gof)(a) _glf@)] —g[fa)] _g[f(®)]—90) _ [e[f()] +9'®)][fx) ]

~ elf@)] + g 0] - L2  efp@) + )] L =L)

T —a T —a
On a les deux limites suivantes :
® La fonction €of est continue en a :

lim [[f(2)] +¢'(®)] = lim £[£(2)] + '(8) = 0+ ¢/ (b) = '(b) = ¢/ [£(@)]

® La fonction f étant dérivable en a, on a : ig}r}l w = f'(a)
On en déduit la limite suivante :
lim (g0 f)(x; - ig o f)(a) _ tim [o[@)] + 98] £( i: C]:(a) @] @)
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Preuve :(avec le développement limité a l'ordre 1 d’une fonction dérivable)

Soit f une fonction dérivable en a et g une fonction dérivable en f(x). Montrons que le nombre dérivée de la fonction (go f)
en a a pour valeur :

(901) (@) = f'(a) - g/ [f(a)]
¢ Utilisation de la dérivabilité de f et de g :

La fonction f étant dérivable en a, il existe une fonction ¢ telle que pour tout h tel que a+h €Dy :
fla+h) = f(a) + h-f'(a) + he(h) o lim e(h) =0
—>

La fonction g étant dérivable en f(a), il existe une fonction &’ telle que pour tout k tel que f(a)+keD, :
g[f(a)+k] = g[f(@)] + k-g'[f(a)] + k-e'(k) ot lim '(h) =0

® Identification de limites tendant vers O :
On a ’égalité suivante :
Fla+h) = f(a) + h-f'(a) + he(h)

fla+h) = f(a) = h-f'(a )+h€( )

flath) = f(a) = h-[f'(a) + &(h)]
On en déduit que la limlte suivante : }llir% fla+h) = f(a) =0

Ainsi, la différence a une valeur aussi proche de 0 que I'on souhaite pour des valeurs de h suffisamment proches de 0.

® Substitution de variables :
Remplagons dans 1’égalité toute valeur de k par f (a+h) f(a) :

g(F(@)+[fa+n)—F(@)]) = 9(£(@) + [f(a+h) - F(@)] ¢/ (£(a)) + [f(ath) - f(@)]<' (f(a+h)—f(a))

9(f(ath) = g(f(@) + [fa+h) — (@)]-g' (f(@)) + [f(a+h) = (@)=’ (fla+h)—f(a))

Utilisons I'égalité f(a+h) — f(a) = h-[f’(a) +s(h)] :
9(f(a+h)) = g(£(2)) + - [f'(@) + (W] -9/ (£(a)) + B[ (a) + ()] &' (e[ f'(@)+e(R)] )
9(f(ath)) = g(f(@)) + hg' (£(a))-f'(@) + heg'[(f(@))-2(h) + b [f(@) + e(B)] & (e[ £ (@) +(R)] )
9(f(ath) = g(f(@)) + g/ (£(@)-f'(@) + b ¢ (F(@) (k) + [£'(a) + (W] <’ (o[ (@)+e()] )]

Notons o(h) = g'(f(a))-(h) + [f'(a) + e(h)] ' (h.[ f’(a)+5(h)), on a égalité -
g(f(ath)) = 9(£(@) + g/ [f(@)]-F'(a) + hoo(h)

® Identification du développement limité de (g o f) en a :
On a les limites suivantes :

> lim h[f'(a) + (k)] = 0= lim &’ (h. [f'(a) + s(h)]) —0
lim f'(a)+e(h) = f'(a)

2 }lg%a(h) =0 = %il)%g’ [f(a)]-e(h) =0

On en déduit que }ILL)mO o(h) =0

} = }llg% [f’(a) + E(h)] g’ (h~ [f’(a) + s(h)D =0

Ainsi, on a ’égalité suivante :

g(f(a+h)) = g(f(a)) + h~g’(f(a))~f’(a) + h-o(h) ou lim o(h) =0

h—0
On en déduit que la fonction (g of ) est dérivable en a et admet pour nombre dérivée :

(90 f) (a) = f'(a) - ¢'(f(a))
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