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Un produit scalaire sur un espace vectoriel E est
une forme bilinéaire symétrique définie positive sur ExE
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I. Produit scalaire de deux vecteurs de I'espace

1.1 Définition

Dans [’espace, on se rameéne a un produit scalaire dans le plan. B=t.(A) et C=t,(A)

DEFINITION. Soient # et v deux vecteurs de 1’espace.

Soient A, B et C trois points tels que i=AB et y=AC. 4

Il existe au moins un plan < contenant les trois points A, B et C.

Le produit scalaire des vecteurs # et V est le produit scalaire AB - AC, calculé dans le plan .

1.2 Régles de calcul C’est Hamilton en 1853, qui le nomme produit scalaire car le résultat du produit de deux vecteurs est un réel
(scalaire vient de latin scala qui signifie mesure).

Les propriétés suivantes se déduisent des propriétés du produit scalaire dans le plan.

) a A 4

PROPRIETES.  Pourtous vecteurs i, Vv et w de I’espace, pour tout réel k :

= . 1_/;

<i

o Commutativité : U

~

4

-

y=u-V +u-wet(ki)V==Fk(@u-V)

-

v
4
e Linéarité : i -(V + W

« - u o=l

e 1 -V =0silundes vecteurs % ou V estnul.

Sinon : ii - ¥ = [@llx[Fxcos (&, 7) . € - - AB - CD - [AB|x|CD|xcos(AB, CD)
o sl v2 -5 - CGB
O s e o = 1
etdone i - 7= ([l +PP~fa—7*) . « ) AB- AT=(AB*+AC*-BC

1.3 Expression analytique

PROPRIETES. Soit (O;i,j,k) unrepére orthonormé de I’espace.
Soient 7 (x;y;z) et ¥ (x";¥";2z') deux vecteurs :
u-v=xx'+yy'+zz'

Démonstration :

Ecrire les vecteurs # et V en fonctionde i, j et k,calculer # - V en utilisant la linéarité et
en observant que :

- - e -

i-i=j-j=k-k i-j=1-

=7 -k =0.

~

i?=1 et

1.4 Vecteurs orthogonaux

DEFINITION.
Soient # et ¥ deux vecteurs non nuls de I’espace, et quatre points tels que : 7=AB et y=CD.
On dit que # et vV sont orthogonaux si (AB) et (CD) sont orthogonales.

Remarque : par convention, le vecteur nul est orthogonal a tout autre vecteur. 0-%=0

T°S - PRODUIT SCALAIRE (J. Mathieu) Page 2 sur 7



PROPRIETE. Soient 7 et ¥ deux vecteurs non nuls de I’espace.
i et V sontorthogonaux si, et seulement si, % - v =0,

Démonstration :
Soient trois points A, B et C tels que i=AB et 7=AC.
Dans un plan contenant les points A, Bet C,ona: i - V = AB - AC L
=ABXACXcos(AB, AC)
Alors : i et V sont orthogonaux < (AB) et (AC) sont orthogonales
& cos(AB,AC)=0

s u-v =0,

IT. Plans de l'espace

II.1 Vecteur normal a un plan

DEFINITION.
Un vecteur non nul 7 de I’espace est dit normal a un plan < s’il est orthogonal a tout vecteur
admettant un représentant dans .

THEOREME .

Un vecteur non nul 7 est normal a un plan &

[~
si, et seulement si, il est orthogonal a deux vecteurs directeurs de ce plan. >]<

Démonstration : | C’estla R.O.C.n°12 ] ‘

Dans le sens direct, c’est la définition.

-

Réciproquement, si 71 est orthogonal & deux vecteurs directeurs du plan &, notés u et v :

u-n=0etV-n=0.
Soit  un vecteur du plan P : Ww=a.u+f
7l

v
Alors : W - 71l = (aﬁﬂiﬂ-h’ =x -7 +B V-7 =0.

Cela démontre également le théoréme vu dans le chapitre « Droites et plans de 1’espace » :
« Siune droite D est orthogonale a deux droites sécantes d’un plan P, alors elle est orthogonale au plan P. »

I1.2 Equation cartésienne d’un plan

THEOREME.  Onse place dans un repére orthonormé (O; i, j, k).
1) Tout plan @ de vecteur normal non nul 7 (a;b;c) aune équation de la forme

ax+by+cz+d=0, oude€R.
Cette équation s’appelle I’équation cartésienne de P.

2) Réciproquement, si (a;b;c)#(0;0;0) , pour tout réel d , ’ensemble des points M (x;y;z) tels

que ax+by+cz+d=0 estun plan de vecteur normal 7(a;b;c) .

Démonstrations : R.O.C. n°11.

Remarque : dans Despace, une droite n’admet pas d’équation cartésienne ! (d’ou la rep. param. d’une
droite). Par contre si on considére une droite comme I’intersection de deux plans, on peut dire qu’une droite
admet un systéme de deux équations cartésiennes...
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I1.3 Plans perpendiculaires

On a vu au chapitre « Droites et plans de l’espace » que :

DEFINITION.
Deux plans sont perpendiculaires lorsque 1’un deux contient une droite orthogonale a 1’autre.

i

<_ |l

PROPRIETE.
Deux plans sont perpendiculaires lorsqu’un vecteur de I'un est orthogonal a deux vecteurs non
colinéaires de 1’autre.

Démonstration :

Un vecteur est normal a un plan s’il est normal a deux vecteurs directeurs de ce plan...

<=

PROPRIETE .
Deux plans sont perpendiculaires lorsqu’un vecteur normal de I'un est orthogonal a un vecteur
normal de I’autre.

Démonstration : voir page 328

<
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IIT. Histoire et applications

| Histoire du produit scalaire
. Au XIx¢ siecle, le mathématicien allemand Grassmann (1809-1877) étudiant le phénomene des marées, |
- développe le calcul vectoriel et définit le produit scalaire qu'il appelle produit linéaire : « Il s’agit du pro- |
- duit algébrique d'un vecteur multiplié par la projection du second vecteur sur le premier ».
- Grassmann note ce nouveau produit a /2 b.

- C’est Hamilton en 1853, qui le nomme produit scalaire car le résultat du produit de deux vecteurs est un réel
| (scalaire vient de latin scala qui signifie mesure).

L'usine marémotrice installée sur la Rance depuis 1966, transforme I'énergie
des marées en électricité.

[ Le travail d’une force

Le produit scalaire permet en particulier de
calculer le travail d'une force lorsqu’on
connait le vecteur déplacement de 1'objet et
le vecteur représentant la force appliquée.

S FONT PES
HEURES SUPPLEMENTATRES. V.

W =Fxdxcos (x)

F : intensité de la force,

d : longueur du déplacement,

x : angle entre les directions de la force et du
déplacement.

Source : un manuel Hyperbole
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Une application bien utile du produit scalaire en mathématiques :
calculer un angle

Calculer la mesure de l'angle (A_B:ﬁ). ) ¢
Ona: AL &
T T —_— P S N e i = ey
4B.CD =|4B| x| cD|xcos(4B:CD) N !
=\}f‘?2-|—12 x\,"4:+32><c05(£:ﬁ) - e

0
=+/520 xcos (EE) A1 o 1 7 34
= lmxeoa(ﬁ:ﬂ‘_;[}) - D

con gy o sy
On a egalement : AB[ ‘ et CD| ‘ donc :
-1 | —4
ABCD=5x(-2)+ (-1)x (-4) =-6

On a ainsi : 24/130 xeas(ﬁ:@k—&

i . 3
24130 4130

Et donc : cos(ﬁ:@)=
Et: (4B:CD)=105.3°

Source : http://'www.maths-et-tiques.fi/telech/ProduitScal2.pdf

Une autre application du produit scalaire en physique :
résultante de deux forces & travail d’une force

On peut utiliser le produit sculaimfur calculer la résultante de deux forces.
Soit un point () soumis a deux forces F; et 5 qui forme un angle de 50 degré. les

intensités des deux forces F; et F; sont respectivement 300 N et 200 N. On a alors
la figure ci-dessous:
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¥ aprés la premiére définition, on a :
R-BE-1(IB+BIP-E-8)
LY aprés la troisieme définition, ona:
ﬁﬁ = % Fhcos30@
On cobtient alors :
L(IB+BIP-B-F)=F-F =F x heoss’
K + B2 =2F x F2cos50° + F2 + E

IF; + B3|l = {/2F, x Fycos50° + F2 + 2

= /2 % 300 x 200 cos 50° + 3002 + 2002
~ 455,12 N

On retrouve le produit scalaire en physique pour le travail d"un force. En effet
le travail W d’une force F est égale au produit scalaire du vecteur force F par le
vecteur déplacement i

wW=F.¢

Une dépaneuse remorque une voiture en panne sur une cote de 20 degré. La
tension du cible est constante et les deux véhicules ont une accélération constante.
En supposant que le cible fait un angle de 30 degré avec le plan de la route et que
la tension est de 1600 N, quel est le travail effectué par la dépaneuse sur la voiture
si ele la remorque sur une distance de 0,50 km sur cette route en pente.

/SSe

L'angle de la route n"a pas d'importance ici. On a alors:

wW=E.7
= Fy » cos 30 x 500

=1&m;{‘;—§x5m
— 400 000+/3

~ 692,82 k]
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