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I. I. Produit scalaire de deux vecteurs de l’espaceProduit scalaire de deux vecteurs de l’espace
I.1 Définition

Dans l’espace, on se ramène à un produit scalaire dans le plan.

DÉFINITION. DÉFINITION.   Soient u⃗  et v⃗  deux vecteurs de l’espace.
Soient A, B et C trois points tels que u⃗=A⃗B  et v⃗=A⃗C .
Il existe au moins un plan P contenant les trois points A, B et C.
Le produit scalaire des vecteurs u⃗  et v⃗  est le produit scalaire A⃗B ¼ A⃗C , calculé dans le plan P.

I.2 Règles de calcul

Les propriétés suivantes se déduisent des propriétés du produit scalaire dans le plan.

PROPRIÉTÉS. PROPRIÉTÉS.   Pour tous vecteurs u⃗ , v⃗  et w⃗  de l’espace, pour tout réel k  :
 

• Commutativité  : u⃗ ¼ v⃗  = v⃗ ¼ u⃗
 
• Linéarité : u⃗ ¼( v⃗  + w⃗ ) = u⃗ ¼ v⃗  + u⃗ ¼ w⃗  et ( k u⃗ )¼ v⃗  = k  ( u⃗ ¼ v⃗ )
 

• u⃗ ¼ u⃗ =||⃗u||2

 

• u⃗ ¼ v⃗ =0 si l’un des vecteurs u⃗  ou v⃗  est nul.
Sinon : u⃗ ¼ v⃗ = ||⃗u||×||⃗v||×cos (u⃗ , v⃗ ) . A⃗B ¼ C⃗D = ||⃗AB||×||⃗CD||×cos (A⃗B , C⃗D)

 

• ||⃗u+ v⃗||2=||⃗u||2  + 2 u⃗ ¼ v⃗  + ||⃗v||2   

et donc u⃗ ¼ v⃗ =
1
2
(||⃗u||2+||⃗v||2−||⃗u− v⃗||2) . A⃗B ¼ A⃗C =

1
2
(AB 2+AC 2−BC 2)

I.3 Expression analytique

PROPRIÉTÉS. PROPRIÉTÉS.   Soit (O; i⃗ , j⃗ , k⃗ )  un repère   orthonormé   de l’espace  .
Soient u⃗ (x ; y ; z )  et v⃗ (x ' ; y ' ; z ' )  deux vecteurs  :

u⃗ ¼ v⃗  = x x '+ y y '+z z '

D  émonstration   : 

Écrire les vecteurs u⃗  et v⃗  en fonction de i⃗ , j⃗  et k⃗ , calculer u⃗ ¼ v⃗  en utilisant la linéarité et 
en observant que :

i⃗ ¼ i⃗  = j⃗ ¼ j⃗  = k⃗ ¼ k⃗  = ||⃗i||2=1  et i⃗ ¼ j⃗  = i⃗ ¼ k⃗  = j⃗ ¼ k⃗  = 0.

I.4 Vecteurs orthogonaux

DÉFINITION.DÉFINITION.         
Soient u⃗  et v⃗  deux vecteurs non nuls de l’espace, et quatre points tels que : u⃗=A⃗B  et v⃗=C⃗D .
On dit que u⃗  et v⃗  sont orthogonaux si (AB) et (CD) sont orthogonales.

Remarque : par convention, le vecteur nul est orthogonal à tout autre vecteur. 0⃗ ¼ u⃗  = 0
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B=t u⃗(A)  et C=t v⃗(A)

   B
 C
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PROPRIÉTÉ. PROPRIÉTÉ.   Soient u⃗  et v⃗  deux vecteurs non nuls de l’espace.
u⃗  et v⃗  sont orthogonaux si, et seulement si, u⃗ ¼ v⃗ =0 .

Démonstration : 

Soient trois points A, B et C tels que u⃗=A⃗B  et v⃗=A⃗C .

Dans un plan contenant les points A, B et C, on a : u⃗ ¼ v⃗ = A⃗B ¼ A⃗C
          =AB×AC×cos (A⃗B , A⃗C)

Alors : u⃗  et v⃗  sont orthogonaux ⇔ (AB) et (AC) sont orthogonales

                              ⇔ cos(A⃗B , A⃗C )=0

                              ⇔ u⃗ ¼ v⃗ =0 .

II. II. Plans de l’espacePlans de l’espace
II.1 Vecteur normal à un plan

DÉFINITIONDÉFINITION . .     
Un vecteur non nul  n⃗  de l’espace est dit normal à un plan  P s’il est orthogonal à tout vecteur
admettant un représentant dans P.

THÉORÈMETHÉORÈME    . .   

Un vecteur non nul n⃗  est normal à un plan P

si, et seulement si, il est orthogonal à deux vecteurs directeurs de ce plan.

Démonstration :  [ C’est la R.O.C. n°12 ]

Dans le sens direct, c’est la définition. 
Réciproquement, si n⃗  est orthogonal à deux vecteurs directeurs du plan P, notés u⃗  et v⃗  :

u⃗ ¼ n⃗ =0 et v⃗ ¼ n⃗ =0.

Soit w⃗  un vecteur du plan P : w⃗=α u⃗+β v⃗ .

Alors : w⃗ ¼ n⃗ = (α u⃗+β v⃗ ) ¼ n⃗  =  u⃗ ¼ n⃗  +  v⃗ ¼ n⃗  = 0.

Cela démontre également le théorème vu dans le chapitre « Droites et plans de l’espace » :
« Si une droite D est orthogonale à deux droites sécantes d’un plan P, alors elle est orthogonale au plan P. »

II.2 Équation cartésienne d’un plan

THÉORÈMETHÉORÈME    ..     On se place dans un repère orthonormé (O ; i⃗ , j⃗ , k⃗ ).
1) Tout plan P de vecteur normal non nul n⃗ (a ; b ;c)  a une équation de la forme

a x+b y+c z+d=0 , où d ∈ ℝ.

Cette équation s’appelle l’équation cartésienne de P.

2) Réciproquement, si (a ;b ;c)≠(0 ;0 ; 0) , pour tout réel d , l’ensemble des points M (x ; y ; z)  tels

que a x+b y+c z+d=0  est un plan de vecteur normal n⃗ (a ; b ;c) .

Démonstration  s   : R.O.C. n°11.

R  emarque   :  dans l’espace, une droite n’admet pas d’équation cartésienne ! (d’où la rep. param. d’une
droite). Par contre si on considère une droite comme l’intersection de deux plans, on peut dire qu’une droite
admet un système de deux équations cartésiennes…
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II.3 Plans perpendiculaires

On a vu au chapitre « Droites et plans de l’espace » que : 

DÉFINITION.DÉFINITION.     
Deux plans sont perpendiculaires lorsque l’un deux contient une droite orthogonale à l’autre.

PROPRIÉTÉ.PROPRIÉTÉ.     
Deux plans sont perpendiculaires  lorsqu’un vecteur  de l’un est  orthogonal  à deux vecteurs non
colinéaires de l’autre.

Démonstration : 

Un vecteur est normal à un plan s’il est normal à deux vecteurs directeurs de ce plan…

PROPRIÉTÉPROPRIÉTÉ . .   
Deux plans sont perpendiculaires  lorsqu’un vecteur  normal  de l’un est  orthogonal  à  un vecteur
normal de l’autre.

Démonstration : voir page 328
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III. III. Histoire et applicationsHistoire et applications

Source : un manuel Hyperbole
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Une application bien utile du produit scalaire en mathématiques : 
calculer un angle

Source : http://www.maths-et-tiques.fr/telech/ProduitScal2.pdf

Une autre application du produit scalaire en physique : 
résultante de deux forces & travail d’une force
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