Application du produit scalaire:
trigonometrie

1) Formules d’addition

1) Formules :

Pour tout nombre réel a et b,

= cos(a—b) = cosacos b + sin a sinb
= cos(a+ b) =cosacosb— sinasinb
e sin(a—b) = sina cos b — cosa sinb

= sin(a+ b) = sina cos b + cosa sinb

2) Démonstration :

—(cos b -(COS a
© u(sinb v(sina



U.7 = cos b cos a+ sinb sin a

Nous avons aussi :

Uv = ll_l_f_” ||_1'7_|| cos(u;v) = |||l ||P|| cos(a—b) =
uU.v = 1 x 1 cos(a—b) = cos(a—b)

On obtient donc : cos(a—b) = cos b cos a + sin b sin a

® cos (a + b) = cos (a — (-b)) en utilisant la formule précédente on obtient :

cos (a + b) = cos(-b) cos a + sin(-b) sina or cos (-b) = cos b etsin(-b) =-sinb
On obtient donc :

cos (a + b) = cos b cos a— sinb sina

® sin(a—b) = cos(% —(a—»b)) = cos((% -a) +b) =cosb cos(g -a) -sinb sin(%—a)
Or cos (g -a) =sin a et sin(%—a) =cos adou :

sin(a—b) = cos b sina—sinb cos a

® sin (a + b) = sin (a — (-b)) en utilisant la formule précédente on obtient :
sin(a + b) = cos(-b) sin a - sin(-b) cosa or cos (-b) = cos b et sin(-b) = -sinb
On obtient donc :

sin (a + b) = cos b sina + sin b cos a

3) Exemples :

Exemple 1 :

T Tw 57
a) Montrer que — + — = —
4 6 12

57 57
b) En déduire les valeurs exactes de cos 1z et de sin 1z



Solution :

T T 6XT  4XT 6T 4T 107 2X5m 5w
a_)—+—:—+—:—+—:—:—:—
4 6 6X4 4X6 24 24 24 2X12 12

b)

e cos = 2T (Zycos (Zy—sin(Zysin(Z)
cos— =cos(—+—)=cos(—)cos (=) —sin(—)sin(—
12 4 6 4 6 4 6

T 2 T \3 T V2
Orcos(—)=— cos(— ) =—— sin(—) =—
(7)=7 (2) =3 (7) =3
On obtient donc :
5T V2 3 V2 1 V6 V2 Je-42
COS— =— X ———X—= —— — =
12 2 2 2 2 4 4 4
5m V6-+2
cos — = e
12 4

- o 5m . T T 3 T T . T
sin— =sin(—+—)=sin(—)cos(—)+cos(—)sin(—
5 (7 +2)=sin(;)cos (7) (7)sin ()

OI’COS(%):;Z COS(%):? sin(%):

V2
2

On obtient donc :

2
S

5w V2 V3 V2
sin— =— X —+ —
12 2 2 2

V6 2
__I__
4 4 4

1
x =
2

51 V6+v2

sin =
12 4

Exemple 2 :

SE

M t Vi3 T
a ontrer que — — — =
) que 3 1

s s
b) En déduire les valeurs exactes de cos E et de sin E

Solution :

Y
sin(g)

1
2



b)

T T T T T . T . T
°cos—=cos(g—z)=cos(§)cos(z)+sm(g)sm(z)

12
T 2 T 1 T V2 T V3
Orcos (—)=— cos(—)=-— sin(—) =— sin(—)=—
(7)=3 (3)=3 (7) =3 (3)=7
On obtient donc :
T 1 2 3 2 V2 6 V2++6
COS— =— X —+4+—X—= —4 — = —
12 2 2 2 2 4 4 4
T vJ2++6
coOs— =— et
12 4
o cin . T T (3 T T . T
sin—=sin(——-——)=sin(—)cos(—)—-cos (—)sin(—
> (53-7)=sin(5)cos () (3)sin ()
T V2 T 1 T V2 T 3
Orcos (—)=— cos(—)=-— sin(—)=— sin(—)=—
(7)=3 (3)=3 (7)=7 (3)=3
On obtient donc :
oom N2 A3 V2 1 V6 V2 J6e-+2
sin—m=—X—-—X—= —— — = ——
12 2 2 2 2 4 4 4
.onm J6-+v2
sin — =
12 4
Exemple 3 :
a) Exprimer en fonction de cos x et sin x :
cos(x+%) et sin (x+%)
Solution :
. . 4 _ T o s om V2
cos (x+ +-) = cosx cos — — sinx sin — rcos(—)=sin(—)= —
(x+ P Z Z (7)=sin(7)= -

On obtient donc :

. V2 2 .
cos(x+ ) =— cosx——SInx e
+ 2 > >



~ S

® sin (x+ 2) = sinx cos = + in= Orcos (=) =sin ()
sin (x + 7) = sinx cos — + cosx sin — rcos(—)=sin(—)=
4 4 4 4 4
On obtient donc :

_ . V2 . V2
sin (x + E) =— sinx + — cos x

2 2

b) Exprimer en fonction de cosx et sin x :
cos (x — 3) et sin (x — 3)

Solution :

T T . . T T 1 . T
°cos(x—§)2003xcos§+S|nxsm§ Orcos(;)zzet sm(g):

On obtient donc :

o 1 V3 .
cos (x— 3) =— cosx—— sinx et
37 2 2
e sin (x— &) = sinx cos ~ N~ Orcos (=) == etsin (=)
sin (x — 3) = sinx cos — — cos x sin — rcos(—)=—etsin(—~) =
3 3 3 3 2 3
On obtient donc :

sin (x — E) =1 sinx—ﬁ COS x
37 2 2

11) Formules de duplications

1) Formule

Pour tout nombre réel a,
e cos2a = cos’a — sin*a = 2 cos’a—1 =1 — 2sin’a

e sin2a = 2sinacosa

~ (&

~ (S



2) Démonstration :

e cos (2a) = cos (a + a) = cos a cos a - sin a sin a = cos2a - sin2a
=cos?a-(1—-cos?2a) =cos2a-1+cos2a=2cos2a—1=2(1-sin2a)-1
=2-2sinfa—-1=1-2sin2a

e sin (2a) =sin(a+a) =cosasina+ sinacosa=2cos asina

3) Exemples :

Y5 Y[5
Exemple 1: Calculer cos (E) et sin (E)

Solution :

~ S

n T
® cos (Z) = cos (2 x §) =

T T T T
cos (2 x §) = 2co0s? E -1 onadonc cos (Z) = 2cos? E -1

=2c032§—1
2 1 242

COs2g = — + T~ =
8 4 2 4

V2 +2 2++2
COS — = =
4 2
T 2+\/§
COS — = 2

T . T
® cos (2 % §):1—25|n2§ donc :
L T
2sin . —1—cos(2x§)

s s
2sin2— =1 — cos (—)
8 4

T V2
2sin2— =1 - —
8 2
. 2-42
2sin2 — =
8 2
.m 2-42
sin2 — =

8 4



T T 3
Or0<— <—,donc sin— = 0donc:
8 2 8

T T
Exemple 2: Calculer cos (E) et sin (E)

Solution :

~ |G

T T
® cos (g) = cos (2 x ﬁ) =

cos (2 x n) = 2co0s? = 1 on a donc cos (E) = 2co0s? = 1
12 12 6 12

3
— = 2c0s2— -1
2 12
T V3 1 V3+2
C0S2-5 = — + 7 =
12 4 2 4
T T
Or0<— <—,donc cos— = 0 donc :
12 2
p V3+2 2+43
cos — = =
12 4 2
T 2+\/§
cos — =
12 2

14 . U
® cos (2 x ﬁ) =1- 25|n25 donc :
o T n
2sin 2= 1—-cos (2x ﬁ)
. T 3
2sin2— =1 — cos ()
12 6

V3

T
2sini2— =1 - —
12

N




Remarque : Nous avons trouvé précédemment dans le 1) les valeurs exactes

T 1[4
de cos E et sin E qui sont :
. V2++6 Csi . V6-v2
cos 12 = 2 et sin 12 = 2
V2+vV3 V2++6 V2-v3 J6-+2
On peut démontrer que : > = 2 et que 2 = 2

Comme toutes les expressions sont positives, il suffit de les mettre au carré
et de calculer.

Exemple 3 : Résoudre dans R :
a) sin2x =sinx

Solution :

Pour tout nombre réel x :

sin2x = 2 sinx cosx

L’équation peut donc s’écrire :

2 sinx cosx = sin x

2 sinx cosx —sinx =0
2sinx cosx — sinx = 0

sinx (2cosx — 1) =0

sinx =0 ou 2cosx —1=0
esinx =0 a pour solution x = km kel
1 . T T
e CcOSx = E a pour solution x=§ +2km ou x=-3 +2 km kel

donc I'ensemble des solutions est :

V3 T
= +2km; o

Sz{k’“_s 3

+2 kn} kelZ

b) sindx + sin® x = cos2x

ce qui est équivalent a :

sindx = cos2x — sin?x Or sindx = 2sin2xcos2x et cos2 x - sin2 x = cos 2 x
On obtient donc :

2sin2xcos2x = cos 2x

2sin2x cos2x - cos2x =0

cos 2x (2sin2x—1) =0



cos2x =0 ou 2sin2x —1=0

s 1
COS2x = CO0S — ou sin2x = —
2 2
T s
COS2x = COS — ou sin2x = sin —
n -
® COS2x = COS E a pour solutions :
n s
2x=5 +2kn (keZ) ou 2x=—7 +2kn (keZ)
s T
x=Z+krr (kel) ou x=—Z+k7t (kel)
. . .
* sin2x = sin g a pour solutions :
n T
2x=g+2kn (keZ) ou 2x=n—g+2kn (kel)
T 51
x=E+kn (keZ) ou 2x=?+2kn (keZ)

51 " e
-2 4
x 2 n (k€ Z)

b4 (4 b4 5
S—{Z+ kn;—Z+ km; E+ kn;E+ kn}keZ

V3 1 . 1
C) —cosx — 5sSinx = —
2 2 2
Solution :
4 3 . . 1 T 1
Comme cos — = — ’ sin— =— et cos — =— alors
6 2 6 2 3 2
T . T 1
COS— cosx - sin— sinx = —
6 6 2
1
1 —
cos (x+ g)—z
TY — cos X
co:s(x+€)—cos3
T T T Vs
x+g=§+2krr (kel) ou x+g=—§+2kr£ (kel)

yi4 T T
g+2kn (kelZ) ou x=—§—g+2krr (keZ)

=
I

e
|



21 T 21 T
x=——-——+2kn (keZ) ou x=————+2kn (keZ)
6 6 6 6
T 3w
x=g+2kn (kel) ou x=—?+2kn (kel)
T T
x=g+2kn (kel) ou x=—5+2kn (kel)

T T
S—{E+2k1r; E+ 2k1r} keZ



