LA DYNAMIQUE DES POPULATIONS (MODELE CONTINUW)
PARTIE 1 : MODELES SANS INTERACTION
[CORRECTION]

I. Modéles historiques d'accroissement de la population
I.1 Modele exponentiel de Malthus
I.1.1 Equation différentielle y'=ay

1.Si y(x)=Ce™ alors: y'(x)=Cxae“=axCe“=ay(x), donc y est solution de (E).

—ax

2. z(x)=y(x)e™ donc, avec la formule de la dérivée d'un produit (uv)'=u'v+uv’, on obtient :
z'(x)=y'(x)e “+y(x)x(—a)e

Or y'(x)=ay(x) donc: z'(x)=a y(x)e “—ay(x)e
donc z'(x)=0.

—ax

Donc il existe une constante réelle C telle que z(x)=C.
Ona: z(x)=y(x)e ™
donc C=y(x)e™

donc C= yﬁfa)j)

donc Ce“=y(x).

1.2 La loi logistique de Verhulst
1.2.2 Equation différentielle y'=ay+b

b
1. P(X)Z—Z donc p'(x)=0.

Or: ap(x)+b=a (—é)+b:—b+b:0

a
donc p est une solution de (E).

b
2. (y=p)'=y'=p'=ay+b—0=ay+b et a(y—p)=ay—ap=ay—a(—5)=ay+b

donc (J’_P) '=a(y—p).

Donc y— p est solution de I'équation z'=az .
Or, d'apres le théoréme précédent, les solutions de cette équation sont les fonctions du type :
z(x)=Ce"* ou C est une constante réelle.

Donc: y(x)—p(x)=Ce"".
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1.2.3 Etude mathématique du probléme
g(t)
K
(£)>0 car K>0 .

glt)

>1 car K>0. Donc 1_T<0'

1.Si g(t)>K alors: *

* g
t
Donc, puisque a >0 : ag(t)(l—%)w.

Autrement dit, puisque g est solution de (E) : g'(¢)<0 .
Donc g est strictement décroissante : 1a population décroit.

De méme que si a un instant £, ona g (t )<K , alors la population croit.

1
2. a) On notera hzg .

= | Si g est une solution strictement positive de (E) :

* h estune fonction strictement positive, comme inverse d'une fonction positive.
!

1 _
. h':(—)' donc: h'=—8_.
g

2

g
—ag 1-£| —g[1-£
) h K K 1 1
. = = =—a| ———
Or, g estsolution de (E) donc : 7 g s K|
Bt —ah+ =gl Ll42=za,a__L_1}
K g/ K g K g K
D'ou: h'=—a h+%.
h est donc solution strictement positive de y'=—a y+% .
. . . s, ! — a
& | Si & est une solution strictement positive de ¥ ——ay+E :

. g=[L " donc : =l
g'= g e
Or, h est solutionde y'=—g y+% donc :
—(—an+d
& W > KK h Kh h\  Kh

g est donc solution strictement positive de y'=a y( —%) .

D'ou I'équivalence qu'il fallait démontrer.

. . . 1 1 : .
* h estune fonction strictement positive et h=— donc g= 7 est strictement positive.
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a

b) D'aprés le théoréme précédent, les solutions de I'équation y'=—ay+ K sont les fonctions du type :
a
_ ~ -ax K ou C est une constante réelle.
y (X ) =Ce - ——Cl
—ax 1
C'est-a-dire les fonctions du type ¥ (x)=Ce +f .
. . —ax 1
¢) Les solutions de (E') sont les fonctions du type y(x)=Ce +E
1
donc d'apres la question 2.a), les solutions de (E) sont les fonctions du type Y (x)= 1
C e—a X+_
K
ou encore J’(x>:$ :
KCe “+1
K K-y,
i v(0)= : = KCyz+y,=K C=
Si y( ) Y, alors : KO+l Yo, donc Yoty donc Ky, *
Alors : y(x)= K c'est-a-dire y(x)zL
K_yO —ax K_yO —ax
K——e¢ ""+1 ——ec +1
Ky, Yo
ou encore y(x)=K K_l (ce qui est le résultat annoncé sur Wikipédia).
1+ Yo e—ax
Yo

3.+ Effetde a :plus a estgrand, plus la courbe monte rapidement vers la population maximale'.

» Effetde K :plus K est grand, plus la courbe est « haute ».
C'est normal, K est la population maximale, vers laquelle tend la population.

» Effetde y, : ¥, estl'ordonnée a l'origine, donc le « départ » de la courbe.
Si y,<K alors la courbe monte et se stabilise vers K .
Si y,>K alors la courbe descend et se stabilise vers K .

1 Ce qui est « normal », car a=m+nb (voir énoncé¢) donc a dépend de m qui est le taux de croissance...
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II1. Un exemple d'utilisation : la population de levures de Gause

I11.1 Modele exponentiel de Malthus

1.a) f estsolution de I'équation différenticlle (E) : y'=ay .
b) Les solutions de (E) sont les fonctions [ telles que f(¢)=Ce” ou C €R.

Avec la condition f (O)ZVO , on obtient : Ce’= V, donc C=V,,
Donc l'unique solution de (E) vérifiant cette condition est la fonction [ telle que (1)=V,e”

2. a=0,27 et Vy=0,6 semblent convenir :

&volume de levures .'
I a=027
I
" : .
,' V0=08
]
. . ®
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Y 3 temps (en heure)
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

pour I'évolution qui suit !

Partie 1. [CORRECTION]

Le modéle exponentiel est convenable entre 0 et 10h aprés I'ensemencement, mais il est totalement inadapté
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I11.2 Modele logistique de Verhulst

1. a) 11 suffit de poser a=K o (le calcul est d'ailleurs déja fait a la page 5 du devoir-maison).

b) Les solutions de 1'équation y’=ay( 1 —l) qui vérifient g(0)=V, sont, d'aprés le 1.2.3 question 2.c) :

K
. _ 1 < g _ 1
les fonctions y telles que y(t)=K , c'est-a-dire y(t)=K .
K_VO —at K_VO —-Kat
l+———e l+———e¢
V, Vo

2. Par tatonnement :
a=0,2548 (c'est-a-dire =0,02 soit 2 %), K=12,74 et V(=123 semblent convenir.

l'lufolume de levures

18 4
16 4

14 4

*
*
.r‘-l--*-'---‘-----—---+----t---t_.---

12 4 __i-"-

10 4 ?

|3 ot temps (en heur%l_
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Remarque : avec la calculatrice (régression avec modele logistique dans le menu STAT, voir page 18 du

1
devoir), on trouve y(f):12,74W, ce qui correspond a K=12,74, a=0,259 et
,32¢
K-y,
=932 j =~
e D2 e Y 1032 1,23.
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