
R  e s t i tu t ions   O  rg ani s ée s   d e   C  onnai s s anc e s
s ou s  f o rme  d ' exerc ic e s  «   t ype  Bac  »

Dans ce document figurent des exercices « type Bac » correspondant aux 18 démonstrations explicitement
au programme de terminale S, dont  10 sont « exigibles et correspondent à des capacités attendues » :
elles sont marquées d'une étoile (*).
 
 

Bien sûr, on peut vous demander de démontrer une « petite » propriété qui ne figure pas dans ce document
(comme ce fut le cas au bac 2014). Ici ne figurent que les démonstrations explicitement écrites dans le
programme : ce sont sans doute les moins simples.
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*1. T*1. THÉORÈMEHÉORÈME   DEDE   COMPARAISONCOMPARAISON  ( (SUITESSUITES ))      
 

Exercice 1

Soient (un)  et (vn)  deux suites telles que : - à partir d'un certain rang n1 , un⩽vn  ;

- lim
n →+∞

un=+∞ .

Soit A un réel strictement positif et I=]A ;+∞[ .
 

1. Pourquoi, à partir d'un certain rang n2 , I contient tous les termes de la suite (un)  ?
 

2. Démontrer qu'il existe un rang noté n0  tel que pour tout entier n⩾n0 , vn  ∈ I.
 

3. Que peut-on en déduire de la question précédente ?

 

2. I2. INÉGALITÉNÉGALITÉ   DEDE  B BERNOULLIERNOULLI      
 

Exercice 2

Soit a  un réel strictement positif.
Démontrer que pour tout entier naturel n : (1+a )n⩾1+n a .

 

*3. L*3. L IMITEIMITE   DD ''UNEUNE   SUITESUITE   GÉOMÉTRIQUEGÉOMÉTRIQUE      
 

Exercice 3

Soit q un réel tel que q>1 .
On rappelle l'inégalité de Bernoulli : pour tout réel a>0 , pour tout entier naturel n, (1+a )n⩾1+na .
 

1. Démontrer qu'il existe un réel a strictement positif tel que : qn⩾1+na .
 

2. En déduire que : lim
n →+∞

qn=+∞ .

 

4. M4. MAJORATIONAJORATION   DD ''UNEUNE   SUITESUITE   CROISSANTECROISSANTE   CONVERGENTECONVERGENTE      
 

Exercice 4

Soit (un)  une suite croissante qui converge vers un réel noté l.
 

1. Supposons qu'il existe un terme uN  de la suite (un)  strictement supérieur à l.
 

a) Démontrer que ] l−1 ;uN[  contient tous les termes de la suite (un)  à partir d'un certain rang n0 .
 

b) Démontrer que pour tout entier n⩾N  : un  ∉ ] l−1 ;uN[ .

2. Quel théorème peut-on déduire de la question 1. ?
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5. D5. D IVERGENCEIVERGENCE   DD ''UNEUNE   SUITESUITE   CROISSANTECROISSANTE   NONNON   MAJORÉEMAJORÉE      

Exercice 5

Soit (un)  une suite croissante non majorée et I=]A ;+∞[  où A ∈ ℝ.
 

1. Démontrer qu'il existe un entier naturel N tel que uN>A .

2. En déduire que, pour tout entier naturel n tel que n⩾N  : un>A .

3. Que peut-on en déduire sur la suite (un)  ? Justifier.

*6. U*6. UNICITÉNICITÉ   DEDE   LALA   FONCTIONFONCTION   EXPONENTIELLEEXPONENTIELLE      

Exercice 6

On admet1 l'existence d'une fonction f  dérivable sur ℝ telle que f '= f  et f (0)=1 .
Nous allons démontrer que cette fonction est unique.

On définit la fonction h  par h( x)= f (x) f (−x) .
 

1. a) Démontrer que la fonction h est constante sur ℝ.
 

b) En déduire que, pour tout réel x  : f (x ) f (−x )=1 .

c) En déduire que la fonction f ne s'annule pas sur ℝ.

2.  Soient  f  et  g deux  fonctions  définies  et  dérivables  sur  ℝ telles  que  f '= f ,  g '=g ,
f (0)=g (0)=1 .

D'après la question 1., g  ne s'annule pas sur ℝ. On définit alors la fonction k  par : k= f
g

.
 

a) Démontrer que pour tout x ∈ ℝ : k ( x)=1 .
 

b) En déduire que f =g .

*7. L*7. L IMITESIMITES   ENEN   LL '' INFINIINFINI   DEDE   LALA   FONCTIONFONCTION   EXPONENTIELLEEXPONENTIELLE      

Exercice 7.1

On définit la fonction f  par f (x )=ex− x  pour tout réel x .
 

1. a) Démontrer que f  est strictement croissante sur ℝ.
 

b) En déduire que pour tout réel x⩾0  : ex⩾ x .
 

2. Que peut-on en déduire sur la limite de la fonction exponentielle en +∞ ? Justifier.

1 Cela découle du théorème de Cauchy-Lipschitz (difficile – au programme de l'Agrégation de mathématiques), qui dit que 
sous certaines conditions, une équation différentielle dont on connaît une valeur admet au moins une solution.
Voir par exemple : http://sandrine.toonywood.org/pageperso/agreg/cauchy-lipschitz.pdf
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Exercice 7.2

On admet que lim
x→+∞

ex=+∞ . En déduire que lim
x→−∞

ex=0 .

8. T8. THÉORÈMEHÉORÈME   FONDAMENTALFONDAMENTAL   DEDE   LL ''ANALYSEANALYSE (( INTÉGRATIONINTÉGRATION ))      

Exercice 8
 

Soit f  une fonction croissante, continue et positive sur [ a ;b ] .

Soit F la fonction définie sur [ a ;b ]  par F( x)=∫
a

x

f ( t)dt .

Soit x ∈ [ a ; b ] . On pose h ∈ ℝ avec h>0  et x+h  ∈ [ a ;b ] .
 

1. Démontrer que : F( x+h)−F(x )=∫
x

x+h

f (t )dt .

 

2. Démontrer que : h× f (x )⩽∫
x

x+h

f (t )dt⩽h× f (x+h) .

 

3. En déduire que : f (x )⩽
F ( x+h)−F (x )

h
⩽ f ( x+h) .

 

4. Justifier que : lim
h→ 0

f ( x+h)= f (x ) .
 

5. On admet que le résultat de la question 3. est toujours vrai avec h<0 .
Que peut-on en déduire sur F ?

9. C9. CONTINUITÉONTINUITÉ   ETET   EXISTENCEEXISTENCE   DEDE   PRIMITIVESPRIMITIVES      

Exercice 9
 

Soit f  une fonction continue sur un intervalle fermé borné [ a ;b ] .
On admet que f  admet un minimum m  sur [ a ;b ] .
On pose g ( x)= f ( x)−m .
 

1. Démontrer que g est continue et positive sur [ a ;b ] .
 

2. On définit les fonctions G  et F  sur [ a ;b ]  par G( x)=∫
a

x

g (t )dt  et F( x)=G(x )+m x .

Démontrer que F est une primitive de f  sur [ a ;b ] .
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10. T10. THÉORÈMEHÉORÈME   DUDU   TOITTOIT      

Exercice 10
 

Soient P et P' deux plans sécants suivant une droite Δ.
Soit d une droite incluse dans P et parallèle à une droite d' du plan P'. 
On suppose que d et d' ne sont pas confondues.
  

1. Supposons que Δ et d soient sécantes, et notons M leur point d'intersection.
 

a) Démontrer que : M ∈ P'.
 

b) En déduire que : d est incluse dans le plan P'.
 

c) En déduire que les droites d et Δ sont confondues.
 

2. De la question 1., on déduit que Δ et d ne sont pas sécantes.
En déduire que la droite Δ est parallèle à la droite d, puis que la droite d est parallèle à la droite d'.

Remarque : deux autres démonstrations sont proposées dans le document qui contient les démonstrations.

*11. É*11. ÉQUATIONQUATION   CARTÉSIENNECARTÉSIENNE   DD ''UNUN   PLANPLAN      

Exercice 11.1

On munit l'espace d'un repère orthonormé.

Soit P un plan de vecteur normal non nul n⃗ (a
b
c) , et passant par A (xA ; y A; zA) .

Démontrer qu'il existe un réel d tel que : a x+b y+c z+d=0 .

Exercice 11.2

On munit l'espace d'un repère orthonormé.
Soit P l'ensemble des points M (x ; y ; z)  tels que a x+b y+c z+d=0  avec a≠0 .

1. Démontrer que le point A de coordonnées (−d
a

;0 ;0)  appartient à l'ensemble P.

2. Soit n⃗  le vecteur de coordonnées (a ;b ;c) . Démontrer que : A⃗M . n⃗=0 .
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*12. D*12. DROITEROITE   ORTHOGONALEORTHOGONALE   ÀÀ   UNUN   PLANPLAN      

Exercice 12

Soit d une droite, orthogonale à deux droites sécantes d'un plan P, notées d 1  et d 2 .
On note u⃗ , u⃗1  et u⃗2  des vecteurs directeurs respectifs de d, d 1  et d 2 .
Soit Δ une droite du plan P, de vecteur directeur noté v⃗ .
 

1. Justifier qu'il existe a  et b  deux réels tels que v⃗=a u⃗ ₁+b u⃗2 .
 

2. a) Démontrer que u⃗ . v⃗=0 .
 

b) Que peut-on en déduire sur d et Δ ?

*13. É*13. ÉVÉNEMENTSVÉNEMENTS    INDÉPENDANTSINDÉPENDANTS      

Exercice 13

Soient A et B deux événements indépendants.
 

1. Démontrer que : p (A∩B)=p(B)−p(A∩B) .
 

2. En déduire que : p (A∩B)= p(A )× p(B) .

3. Que peut-on en déduire sur les événements A  et B ?

*14. E*14. ESPÉRANCESPÉRANCE   DEDE   LALA   LOILOI   EXPONENTIELLEEXPONENTIELLE      

Exercice 14

Soit  un réel strictement positif.
Soit g la fonction définie sur [0 ;+∞[  par g (t )=λ t e−λt .
 

1. Démontrer que g est dérivable sur [0 ;+∞[  et que : g (t )=e−λt –
1
λ g ' ( t) .

 

2. En déduire que : ∫
0

x

g ( t )dt=1
λ (−e−λ x−λ x e−λ x+1) .

3. En déduire que : lim
x→+∞

∫
0

x

g (t )dt=1
λ .
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15. D15. DURÉEURÉE   DEDE   VIEVIE   SANSSANS   VIEILLISSEMENTVIEILLISSEMENT  ( (LOILOI   EXPONENTIELLEEXPONENTIELLE ))      

Exercice 15

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramètre .
On admet que : p(X⩽k )=1−e−λk .

Démontrer que pour tous réels t et h positifs : pX⩾t(X⩾t+h)=p (X⩾h) .

*16. S*16. SEUILEUIL   POURPOUR   LALA   LOILOI   NORMALENORMALE   CENTRÉECENTRÉE   RÉDUITERÉDUITE      

Exercice 16

Soit T une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite N (0 ;1) .
Soit  ∈ ]0 ;1[ . 

1. Démontrer que pour tout réel x strictement positif :
p (−x⩽T⩽x )=2 F(x )  où F  est la primitive de f  qui s'annule en 0.

2. Démontrer que : 0< 1−α
2

< 1
2

.
 

3. a) On admet que F  est continue et strictement croissante sur [0 ;+∞[ .

Démontrer qu'il existe un unique réel strictement positif, noté uα , tel que : F(uα)=
1−α

2
. 

b) En déduire qu'il existe un unique réel uα>0  tel que p (−uα⩽T⩽uα)=1−α .

*17. I*17. INTERVALLENTERVALLE   DEDE   FLUCTUATIONFLUCTUATION   ASYMPTOTIQUEASYMPTOTIQUE      

Exercice 17

Soit X n ~B (n ; p)  et  ∈ ]0 ;1[ . On pose Zn=
Xn−np

√np(1−p)
.

On admet qu'il existe un unique réel uα>0  tel que p (−uα⩽T⩽uα)=1−α .
 

1. En utilisant le théorème de Moivre-Laplace, démontrer que : lim
n →+∞

p (−uα⩽Zn⩽uα)=1−α .

2. Démontrer que : p(−uα⩽Zn⩽uα)=p ( p−uα
√ p(1−p)

√n
⩽

Xn

n
⩽p+uα

√ p (1− p)
√n

)
 

3. a) Compléter le théorème démontré : lim
n →+∞

p(X n

n
∈ In)=1 –α  où In= …

b) Comment s'appelle l'intervalle In  ?
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18. I18. INTERVALLENTERVALLE   DEDE   CONFIANCECONFIANCE      

Exercice 18

Soit X n ~B (n ; p)  avec n ∈ ℕ*. On pose Zn=
Xn−np

√np(1−p)
 et Fn=

X n

n
.

On admet qu'il existe un entier n0  tel que, pour tout entier naturel n⩾n0  :
p(−2⩽Zn⩽2)>0,95  où T~N (0 ;1) .

  

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n⩾n0  : p( p−2
√ p (1− p)

√n
⩽

Xn

n
⩽ p+2

√ p (1− p)
√n

)>0,95 .

2. On définit sur [0 ;1 ]  la fonction f  par f ( p)=p (1− p) .
 

a) Étudier la fonction f et dresser son tableau de variations sur [0 ;1 ] .

b) En déduire que 0⩽√ p(1−p)⩽1
2

. 

c) En déduire que, pour tout entier naturel n⩾n0  : p( p− 1
√n

⩽
X n

n
⩽ p+ 1

√n)>0,95 .

3. Démontrer que : Fn ∈[ p− 1

√n
; p+ 1

√n ]  ⇔ p ∈[Fn−
1

√n
;Fn+

1

√n ] .

4. En déduire que, pour tout entier naturel n⩾n0  :

l'intervalle [Fn –
1

√n
; Fn+

1

√n ]  contient la proportion p avec une probabilité au moins égale à 0,95.
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