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C O R R E C T I O NC O R R E C T I O N

a) v0=1  ; u1=
3
2

 ; v1=
4
3

 ; u2=
17
12

 ; v2=
24
17

.

b) Avec le tableur ou la calculatrice, on obtient rapidement :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

un 2 1,5 1,4166 1,4142 1,4142 1,4142 1,4142 1,4142 1,4142 1,4142 1,4142

vn 1 1,3333 1,4117 1,4142 1,4142 1,4142 1,4142 1,4142 1,4142 1,4142 1,4142

c) On note P(n)  : « 1⩽un⩽2  et 1⩽vn⩽2  ».
  

Initialisation
u0=2  et v0=1  donc P(0)  est vraie.

 

H  érédité  
Soit n  ∈ ℕ (fixé). On suppose que P(n)  est vraie.
Montrons que P(n+1)  est vraie, c’est-à-dire « 1⩽un+1⩽2  et 1⩽vn+1⩽2  ».
D’après l’hypothèse de récurrence : 1⩽un⩽2  et 1⩽vn⩽2
donc 1+1⩽un+vn⩽2+2  ie 2⩽un+vn⩽4

donc 2
2
⩽

un+vn

2
⩽4

2
 ie 1⩽un+1⩽2 .

On en déduit que un+1≠0  et alors : 
1
1
⩾ 1

un+1

⩾1
2

donc 2⩾ 2
un+1

⩾1  ie 2⩾vn+1⩾1 .

Donc P(n+1) est vraie.
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Conclusion
D’après le raisonnement par récurrence : 

∀ n ∈ ℕ, (un)  et (vn)  sont majorées par 2 et minorées par 1.

d) Facile en remarquant que un vn=2  (car vn=
2
un

).

e) D’après le c) un>0  et vn>0  pour tout entier naturel n.

Donc 
(un−vn)

2

2(un+vn)
⩾0  ie un+1−vn+1⩾0 .

Finalement, on a donc : ∀ n ∈ ℕ, un+1⩾vn+1

ie ∀ n ∈ ℕ*, un⩾vn .
Il reste à vérifier que u0⩾v0  (facile) pour en déduire que : ∀ n ∈ ℕ, un⩾vn .

f) Pour tout n  ∈ ℕ :

un⩾vn  donc 
un+vn

2
⩽

2 un

2
 ie 

un+vn

2
⩽un  ie un+1⩽un . Donc (un)  est décroissante.

On a alors : 
2

un+1

⩾ 2
un

 ie vn+1⩾v n . Donc (vn)  est croissante.
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