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Source des images : http://culturesciencesphysique.ens-lyon.fi/ressource/Introduction-relativite.xml

I. Vecteurs, droites et plans de |'espace

1.1 Vecteurs de I'espace

La notion de vecteur vue en géomeétrie plane se généralise a l'espace.

Dans l'espace, comme dans le plan, étant donné quatre points A, B, C et D, les vecteurs AB et CD sont
¢gaux si la translation qui transforme A en B transforme C en D, ce qui revient a dire que ABDC est un
parallélogramme ou encore que (si A # B et C # D) les trois conditions suivantes sont vérifiées :

« AB et CD ont la méme direction : (AB)// (CD);

« AB et CD ont le méme sens ;

« AM=1 et CD ontla méme norme : AB = CD.

On a alors :

PROPRIETE.

Pour tout point A de l'espace et tout vecteur # , il existe un unique point M de l'espace tel que :

—_—

AM=1u .

Admises

PROPRIETES ET DEFINITIONS.

Les opérations sur les vecteurs de I'espace sont les mémes que celles sur les vecteurs dans le plan.

Addition, relation de Chasles, vecteur nul, multiplication d'un vecteur par un réel, colinéarité...

1.2 Droites de I'espace

DEFINITION. Soient A et B deux points distincts de l'espace.
La droite (AB) est I'ensemble des points M tels que AM et AB sont colinéaires,
c'est a dire 1'ensemble des points M tels que :

1.3 Plans de l'espace

DEFINITION. Soient A, B et C trois points non alignés de l'espace.
Le plan (ABC) est l'ensemble des points M tels que :

PROPRIETE.

Deux plans dirigés par un méme couple de vecteurs non colinéaires sont paralléles.

Démonstration : admise mais possible. Se ramener aux notions du chapitre « Droites et plans dans l'espace ».

T°S - GEOMETRIE VECTORIELLE (J. Mathieu) Page 2 sur 5



II. Coplanarité

DEFINITION.
Trois vecteurs sont dits coplanaires s'ils possédent un représentant dans un méme plan.

PROPRIETE. Soient 7 et ¥ deux vecteurs non colinéaires.
i, V et w sontcoplanaires si, et seulement si, il existe deux réels x et y tels que W=xiui+yv.

Démonstration : évidente

Soit O un point, et les points A, B et C tels que : OA=%, OB=% et OC=ip .
et V ne sont pas colinéaires, donc O, A et B ne sont pas alignés et forment un plan.
, V et W sont coplanaires < O, A, B et C sont coplanaires

< C € (OAB)

< il existe des réels x et y tels que OC=xO0A+ y6]§

< il existe des réels x et y tels que W=xii+yV.

<

N

ITI. Reperes de |'espace

Admise

PROPRIETE. Soient . 3 et k trois vecteurs non coplanaires.

Soit O un point de I'espace.
Pour tout vecteur # de l'espace, il existe un unique triplet (x;¥;2z) de nombres réels tels que :
i=xi+yj+zk.
Autrement dit, tout vecteur de [’espace peut se décomposer suivant trois vecteurs non coplanaires.
DEFINITIONS.
(0; Y ] 1;) est appelé un repére de l'espace.
(x 3 V5 Z ) sont les coordonnées du vecteur i dans le repére (O; ;

-

i k).

Remarques :
e Lorsque trois vecteurs i, j et k ne sont pas coplanaires, aucun de ces trois vecteurs n'est

combinaison linéaire des deux autres (par exemple, il n'existe pas deux réels x et y tels que
szq+yV)

On dit alors que Y _j,et k forment une famille libre ou que les vecteurs sont linéairement
indépendants.

* Dans le cas ou des vecteurs ne sont pas linéairement indépendants, on dit qu'ils sont linéairement
dépendants, ou qu'ils forment une famille liée.

* Ces notions abordées constituent les fondements de 1’algebre linéaire, trés largement développés dans
I’enseignement supérieur.

Tous les résultats de la géométrie plane concernant les coordonnées s’¢tendent a 1’espace par 1’adjonction
d’une troisiéme coordonnée :

PROPRIETES. Soit (O;1,],k) unrepére quelconque de l'espace.
*Si % et V ont pour coordonnées respectives (x352) et (x"5¥'52') alors

- pour tout réel A , le vecteur A% a pour coordonnées (A x;Ay;hz)
- le vecteur #i+¥ a pour coordonnées (x+x';y+y';z+z").
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* Si A et B sont deux points de coordonnées respectives (xa57a52a) et (X53¥5525) alors:

- le vecteur AB a pour coordonnées (=T 48 e P8 BT
Xg¥+X, YptV, ZptZy
2 7 2 72

- le milieu M du segment [AB] a pour coordonnées

- - -

PROPRIETES. Soit (O;i, j,k) unrepére orthonormé de I'espace.

y

* Si A et B sont deux points de coordonnées respectives (XA : yA;ZA) et (XB;yB;ZB) alors :

AB:\/( Xp— xA)2+( yB_yA)2+(ZB_ZA)2 .

Quelques démonstrations :

-

* Xﬁ:ﬁg_a&z(xg_{"'y};}"'ZBE)_(xA;+yA3+ZAE):(xB_xA)Y+()’B_yA) J+(ZB_ZA)1_£

d'ou les coordonnées du vecteur AB .

* Pour tout point M de l'espace :
MA +MB=2 MI (facile a démontrer)
1 —_— —_— —_—
donc avec M=0 : E(OA +OB)= Ol

donc E(xA1+yAJ+zAk+xB1+yBJ+sz):xI1+yIJ+zIk

XytXg> VYVatVg-= Zpotzg- - - -
ATAB ATV 4AT 4B : :
donc 1+ ]+ k=x,i+y j+z/k

2 2 2 I 1 1

d'ou la propriété du milieu.

« Utiliser le théoréme de Pythagore pour montrer que [[ii||=v x*+ y*+2° .

IV. Représentation paramétrique

IV.1 Représentation paramétrique d'une droite

THEOREME .

La droite D passant par le point A (xa3¥4524) et de vecteur directeur i (a;b;c) est I’ensemble des
points M de coordonnées (x ; y;Z) tels que :
x=x,tka
Yy=y.tkb ou k €R.
z=z,+kc
Le systeme ci-dessus est appel¢ une représentation paramétrique de la droite D et on dit que ¢ estle

parametre.

T°S - GEOMETRIE VECTORIELLE (J. Mathieu) Page 4 sur 5



Démonstration :

M(x;y;z) eDe AM et @i sont colinéaires
& il existe un réel & tel que AM=Fk 7
x—x,=ka
o il existe unréel k tel que { Y=V, =kbD
z—z,=kc

Remarque : une droite admet une infinité de représentations paramétriques.

IV.2 Représentation paramétrique d'un plan

THEOREME .

Le plan P passant par le point A (XA5Va524) et de vecteurs directeurs 7 (a;b;c) et V(a';b";c') est
I’ensemble des points M de coordonnées (x;¥;2) tels que :

x=x,+ha+tuna’
y=yathbtub’ ou L €Ret U €R.
z=z,+hc+uc'’

Le systéme ci-dessus est appelé une représentation paramétrique du plan P.

Démonstration :

M(x;y;z) €P < il existe deux réels A et U tels que m:kﬁﬂxﬁ
xX—x,=ha+ua’

& il existe deux réels A et W tels que { Y=y, =Ab+ud’
z—z,=hctuc'

Remargue : un plan admet une infinité de représentations paramétriques.
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