
INTÉGRATION

  I. Intégrale d'une fonction continue positive    ...................................     2

  II. Intégrale et primitive d'une fonction continue positive    ...........................     3

  III. Intégrale d'une fonction continue    .......................................     4

  IV. Savoir calculer une primitive pour intégrer    .................................     4

  V. Propriétés des intégrales    .............................................     5

   V.1 Linéarité    .............................................................................................................................................    5

   V.2 Relation de Chasles    .............................................................................................................................    5

   V.3 Inégalités    ............................................................................................................................................    6

   V.4 Valeur moyenne    ..................................................................................................................................    6

T°ES/Lspé  - Intégration (J. Mathieu)                                                         Page 1 sur 6



I. I. Intégrale d'une fonction continue positiveIntégrale d'une fonction continue positive
 

D É F I N I T I O ND É F I N I T I O N .  .  
Soit f  une fonction continue et positive sur un intervalle [ a ;b ]  (avec a⩽b ).
On note C sa courbe représentative dans le plan muni d’un repère orthogonal (O; i⃗ ; j⃗) .

On appelle intégrale de la fonction f  sur l’intervalle [ a ;b ] , et on note ∫
a

b

f (x )d x , le nombre

réel représentant l’aire, en unités d’aire, de la partie du plan D délimitée par C, l’axe des abscisses et
les droites d’équations x=a  et x=b .

Remarques :

• ∫
a

b

f (x )d x  se lit « intégrale de a  à b  de f (x )d x  ».

• a  et b  sont les bornes d'intégration.
• x  est la variable d'intégration, elle peut être remplacée par une autre lettre :

∫
a

b

f (x )d x=∫
a

b

f ( t)d t=∫
a

b

f (v)d v= etc.

Mais cette notation est indispensable pour définir l'expression de la fonction que l'on intègre,

par exemple : ∫
a

b

k e− x d x  : « d x  » indique alors clairement quelle est la variable.

• ∫
a

a

f (x )d x= …  

Exemple  s   :

• Soit k  un réel positif. Alors : ∫
a

b

k d x= … 

• ∫
0

1

x d x  = 
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II. II. Intégrale et primitive d'une fonction continue positiveIntégrale et primitive d'une fonction continue positive
 

PROPRIÉTÉPROPRIÉTÉ .  .  
  

Soit f une fonction continue et positive sur [ a ;b ] .

La fonction F définie sur [ a ;b ]  par F( x)=∫
a

x

f ( t)d t  est dérivable sur [ a ;b ]  et F '= f .

On dit que F  est une primitive de f  sur [ a ;b ] .

PROPRIÉTÉPROPRIÉTÉ .  .  
  

Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives.

Exemples :

• une primitive sur ]0 ;+∞[  de la fonction inverse x   
1
x  est … 

• une primitive sur ℝ    de la fonction x   4 x3  est … 

• une primitive sur ℝ de la fonction x   x  est … 

PROPRIÉTÉ.  PROPRIÉTÉ.       
  

Si F  et G  sont deux primitives de f , alors il existe un réel k  tel que, pour tout x  de I  :

F( x)=G(x )+k .

Démonstration : 

PROPRIÉTÉPROPRIÉTÉ .  .  Soit f  une fonction continue et positive sur un intervalle [ a ;b ] .

Si F  est une primitive de f  sur [ a ;b ] , alors : ∫
a

b

f (x )d x= ..

Notation : on note souvent ∫
a

b

f (x )d x=[F(x )]a
b=    .

Exemples : • ∫
0

1

3 x d x= … 

• ∫
−1

1

(−3x+4)d x= … 
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III. III. Intégrale d'une fonction continueIntégrale d'une fonction continue
 

Soit f  une fonction continue sur [ a ;b ] .
Cette fonction admet une primitive F . Notons G  une autre primitive de f  : G( x)=F(x )+k , où k  ∈ ℝ.
Alors : F(b)−F(a)=(G(b)−k )−(G(a )−k )=G(b)−G(a) .
Autrement dit, la différence    F(  b  ) – F(  a  )     ne dépend pas de la primitive choisie  .

Et on a vu que si f  est positive sur [ a ;b ] , on a ∫
a

b

f (t)d t=F(b)−F(a) , d'où la définition suivante.

D É F I N I T I O ND É F I N I T I O N .  .  
Soit f  une fonction continue sur un intervalle I .
On note F  une primitive de f  sur I .
Pour tous nombres a  et b  de I , on définit l'intégrale de f sur [ a ;b ]  par :

∫
a

b

f (t)d t=F(b)−F(a) .

PROPRIÉTÉSPROPRIÉTÉS .  .  ∫
a

a

f (t)dt = …  et  = …  et  ∫
b

a

f (t)dt=−∫
a

b

f (t)dt

Démonstration  s   : • ∫
a

a

f (t)d t=F(a)−F(a )=0

• ∫
b

a

f (t)d t=F(a)−F(b)  et −∫
a

b

f (t) t d x=−(F(b)−F(a))=−F (b)+F(a)=F(a )−F (b)

PROPRIÉTÉPROPRIÉTÉ .  .  

Soit f une fonction continue sur [ a ;b ] .

La fonction F définie sur [ a ;b ]  par F( x)=∫
a

x

f ( t)d t  est dérivable sur [ a ;b ]  et F '= f .

Autrement dit, F  est une primitive de f  sur [ a ;b ]  : c'est la primitive qui s'annule en … .

IV. IV. Savoir calculer une primitive pour intégrerSavoir calculer une primitive pour intégrer
 

Fonction f  : f (x )= … Une primitive F . F( x)= … Intervalle

k  (où k  ∈ ℝ) ℝ

xn  (où n  ∈ ℤ \{ −1 })
Si n⩾0  : ℝ

Si n⩽−2  : ] –∞ ;0 [  ou ]0 ;+∞[

ex ℝ

1
x

]0 ;+∞[  

Rappel : x−n= 1

xn
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Exemples : • Une primitive de la fonction f définie sur ℝ par f (x )=2 x3  est :

• Une primitive de la fonction g définie sur ] – ∞ ;0 [  par g ( x)= 1

x2  est :

Soit u  une fonction dérivable sur un intervalle I .

Fonction f Une primitive F Conditions

u '

u2 u  ne s'annule pas sur I

u ' eu

Exemples : • Une primitive de la fonction f définie sur ℝ par f (x )= 3

(3 x+2)2
 est :

• Une primitive de la fonction g définie par g ( x)=2 xe x2+3  est :

• 

• 

• 

• 

V. V. Propriétés des intégralesPropriétés des intégrales
 

V.1 Linéarité

PROPRIÉTÉS*PROPRIÉTÉS* .  .  L i n é a r i t é  d e  l ' i n t é g r a l eL i n é a r i t é  d e  l ' i n t é g r a l e

Soient f  et g des fonctions continues sur un intervalle I .
Pour tous nombres réels a  et b  de I  :

∫
a

b

λ f (t )d t=       et  ∫
a

b

( f (t)+g ( t))d t=                  .         .

V.2 Relation de Chasles

PROPRIÉTÉ*PROPRIÉTÉ* .  .  R e l a t i o n  d e  C h a s l e sR e l a t i o n  d e  C h a s l e s   
  

Soit f  une fonction continue sur un intervalle I .

Pour tous nombres réels a , b  et c  de I  : ∫
a

c

f (t)d t= ..

**Démonstrations : utiliser la propriété-définition ∫
a

b

f (t)d t=F(b)−F(a) …
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V.3 Inégalités

PROPRIÉTÉSPROPRIÉTÉS .  .  P o s i t i v i t é  e t  r e l a t i o n  d ' o r d r eP o s i t i v i t é  e t  r e l a t i o n  d ' o r d r e

Soient f  et g des fonctions continues sur un intervalle I=[ a ;b ] .

• Si pour tout x  de I, f (x )⩾0 , alors : ∫
a

b

f (t)d t⩾0 .

• Si pour tout x  de I, f (x )⩽g ( x) , alors : ∫
a

b

f (t)d t ...∫
a

b

g (t)d t .

Démonstrations : 

• f  est positive, donc ∫
a

b

f (t)d t  est une aire sous une courbe… 

• On pose h( x)=g (x )− f ( x) . On a donc h( x)⩾0 . 

Et donc : ∫
a

b

h(t)d t⩾0 . C'est-à-dire : ∫
a

b

g ( t)d t−∫
a

b

f (t)d t⩾0 .

D'où : ∫
a

b

f (t)d t⩽∫
a

b

g (t)d t .

 

V.4 Valeur moyenne

D É F I N I T I O ND É F I N I T I O N .  .  
Soit f  une fonction continue sur un intervalle [ a ;b ] .

La valeur moyenne de la fonction f sur [ a ;b ]  est le réel 

I N T E R P R É T A T I O N  G R A P H I Q U E

Si  f  est une fonction continue et  positive sur  [ a ;b ] , de courbe représentative  C, alors la valeur
moyenne de  f  sur  [ a ;b ]  est le réel  k  tel que le rectangle de dimensions  b−a  et  k  soit de
même aire que la partie du plan délimitée par C, l'axe des abscisses et les droites d'équations x=a
et x=b .

Valeur moyenne notée I :

I=
∫

a

b

f (x )d x

b−a

.

Donc I (b−a )=∫
a

b

f (x)d x .
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